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1 Définitions et propriétés
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On considère un arbre binaire de recherche Tn construit à partir de x1, x2, . . . , xn iid de
loi U [0, 1]. On a par conséquent (n + 1) feuilles.

Définition

∀k ∈ {1, . . . , n + 1}, on appelle poids du kièmeparcours, noté par Wk(n) dans un ABR
de taille n, la somme de toutes étiquettes des noeuds se trouvant sur ce parcours.
En particulier,
• Si k = 1, W1(n) est le poids du parcours tout à gauche, reliant la racine au minimum
de x1, . . . , xn.
• Si k = n + 1, Wn+1(n) est le poids du parcours tout à droite, reliant la racine au
maximum de x1, . . . , xn.

Le poids total noté Tn est Tn :=
n+1∑
k=1

Wk(n).
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de taille n, la somme de toutes étiquettes des noeuds se trouvant sur ce parcours.
En particulier,
• Si k = 1, W1(n) est le poids du parcours tout à gauche, reliant la racine au minimum
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Poids des extrêmaux dans un arbre binaire de recherche

Perspectives

On considère un arbre binaire de recherche Tn construit à partir de x1, x2, . . . , xn iid de
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Définitions et propriétés
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FIG.: Arbre binaire de recherche construit à partir {0.5, 0.6, 0.2, 0.1, 0.7, 0.3, 0.2}.

T7 = 2×(0.5+0.2+0.1)+(0.5+0.2+0.3)+2×(0.5+0.2+0.3+0.4)+(0.5+0.6)+2×(0.5+0.6+0.7)

.
W1(7) = 0.5 + 0.2 + 0.1,

W8(7) = 0.5 + 0.6 + 0.7.
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Méthode de contraction

Poids total dans un arbre binaire de recherche
Poids des extrêmaux dans un arbre binaire de recherche

Perspectives

FIG.: Arbre binaire de recherche construit à partir {0.5, 0.6, 0.2, 0.1, 0.7, 0.3, 0.2}.

T7 = 2×(0.5+0.2+0.1)+(0.5+0.2+0.3)+2×(0.5+0.2+0.3+0.4)+(0.5+0.6)+2×(0.5+0.6+0.7)

.
W1(7) = 0.5 + 0.2 + 0.1,

W8(7) = 0.5 + 0.6 + 0.7.
R. Aguech and A. Amri Poids sur les arbres binaires de recherche
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Soit
Zn := #

{
i, i ∈ {1, ..., n}, xi ≤ x1

}
le rang de x1 parmi x1, x2, . . . , xn.

Lemme

Zn

n

ps−→
n−→∞

x1.

On sait que les noeuds du sous-arbre gauche (resp. droite) ont des étiquettes
inférieures (resp. supéreures) à x1.

=⇒ Ceci prouve que, les étiquettes qui sont insérés dans le sous-arbre gauche suivent
la loi U [0, x1] et les autres étiquettes qui vont être insérées dans le sous-arbre droit
suivent la loi U [x1, 1].

Ainsi
U [0, x1]

L
= x1U [0, 1], U [x1, 1]

L
= (1− x1)U [0, 1] + x1
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Définitions et propriétés
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Poids des extrêmaux dans un arbre binaire de recherche

Perspectives

Soit
Zn := #

{
i, i ∈ {1, ..., n}, xi ≤ x1

}
le rang de x1 parmi x1, x2, . . . , xn.

Lemme

Zn

n

ps−→
n−→∞

x1.

On sait que les noeuds du sous-arbre gauche (resp. droite) ont des étiquettes
inférieures (resp. supéreures) à x1.
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• Soit (Xn)n≥0 une suite de vecteurs aléatoires centrées dans L2,

Xn
D
=

K∑
r=1

A(n)
r X

I
(n)
r

+ b(n), n≥ n0 (1)

où (A(n)
1 , . . . , A(n)

K , b(n), I(n)) et

(X(1)
n )n≥0, . . . , (X(K)

n )n≥0 sont indépendantes, et ∀r = 1, . . . ,K et ∀i ≥ 0, X(r)
i

L
= Xi et

I(n) = (I(n)
1 , . . . , I(n)

K ) avec In
i ∼ U{0, . . . , n− 1}.

• Soit

X
D
=

K∑
r=1

A∗r X(r) + b∗, (2)

où (A∗1 , . . . ,A
∗
K , b

∗), X(1),X(2), . . . ,X(K) sont indépendantes et

X(r) L= X, ∀r = 1, . . . ,K.
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Théorème (R. Neininger, L. Rüschendorf 2004)

Soit Xn donnée par (1). On suppose que,

(A(n)
1 , . . . , A(n)

K , bn)
L2

−→
n−→∞

(A∗1 , . . . , A∗K , b∗), (3)

E
K∑

r=1

||(A∗r )tA∗r ||op < 1, et (4)

E
[
1
{I

(n)
r ≤l}∪{I

(n)
n =n}

∣∣∣∣∣∣A(n)
r

∣∣∣∣∣∣2

op

]
−→

n−→∞
0, (5)

pour tout l ∈ N et r = 1, . . . , K.
Alors

Xn
L−→

n−→∞
X

.
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Résultats connus

On appelle longueur cheminement externe dans un ABR de taille n, la somme des
profondeurs des feuilles, noté En.

{
En

L
= EZn−1 + E′n−Zn

+ n + 1, n≥ 1
E0 = 0,

où, pour tout j ≥ 0, Ej
L
= E′j , et

Zn; E0, E1, . . . , En−1; E′0, E′1, . . . , E′n−1

sont indépendantes

R. Aguech and A. Amri Poids sur les arbres binaires de recherche
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Résultats connus

Théorème (Rösler 1991)

Soit (En) la longueur cheminement externe dans un ABR de taille n, on a,

E[En] = 2(n + 1)(hn+1 − 1),

Var[En] = σ2n2 − 2n ln n +O(n),

où σ2 := 7− 2π2

3 > 0,
En − E[En]

n + 1
L−→

n−→∞
Z

où L(Z) est l’unique point fixe

T : M2(0) −→M2(0)

µ 7−→ L
(

UZ + (1− U)Z′ + g(U)
)

.

avec g(U) := 2U ln U + (1− U) ln 1− U + 1 et

U, Z, Z′ sont indépendantes, Z
L
= Z′ et U est U [0, 1].
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Résultats obtenus : Poids total

Proposition{
Tn

L
= (n + 1)x1 + x1TZn−1 + (1− x1)T′n−Zn

+ x1E′n−Zn
, n≥ 1

T0 = 0.

où Zn est uniforme sur {1, . . . , n} ; x1 l’étiquette de la racine, Tk
L
= T′k, pour tout k ≥ 0

et
Zn; T0, T1, . . . , Tn−1; (T′0, E′0), (T′1, E′1), . . . , (T′n−1, E′n−1),

sont indépendantes, et E′k
L
= Ek.
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(
Tn

En

)
L
=

[
x1 0
0 1

] (
TZn−1
EZn−1

)
+

[
1− x1 x1

0 1

] (
Tn−Zn

En−Zn

)
+

(
(n + 1)x1

n + 1

)
On normalise

Xn =
(Tn − E[Tn]

n + 1
,

En − E[En]

n + 1

)t
,

Vérifie la récursion
Xn

L
= A(n)

1 XZn−1 + A(n)
2 X′n−Zn

+ b(n),

avec X′n et Xn indépendantes et pour tout n≥ 0, X′n
D
= Xn,

où

A(n)
1 =

[
x1

Zn
n+1 0

0 Zn
n+1

]
, A(n)

2 =

[
(1− x1)(1− Zn

n+1) x1(1− Zn
n+1)

0 1− Zn
n+1

]
,

b(n) =

 x1
Zn

n+1 ln
(

Zn
n+1

)
+ (1 + x1)

(
1− Zn

n+1

)
ln

(
1− Zn

n+1

)
+ Zn

n+1

)
γ + o(1)

1 + 2 Zn
n+1 ln

(
Zn

n+1

)
+ 2

(
1− Zn

n+1

)
ln

(
1− Zn

n+1

)
+ o(1)


,
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+ Zn

n+1
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n+1 ln
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Zn
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1− Zn
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1− Zn

n+1
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+
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+
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(n + 1)x1

n + 1
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n + 1
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n + 1

)t
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D’aprés le T.C.D, on

Lemme

Zn

n + 1
ln

( Zn

n + 1

)
L2

−→
n−→∞

x1 ln x1,
(

1−
Zn

n + 1

)
ln

(
1−

Zn

n + 1

)
L2

−→
n−→∞

(1− x1) ln (1− x1).

Donc, on conclut

A(n)
1

L2

−→
n−→∞

A∗1 :=

[
x2

1 0
0 x1

]
,

A(n)
1

L2

−→
n−→∞

A∗2 :=

[
(1− x1)

2 x1(1− x1)
0 1− x1

]
,

b(n) L2

−→
n−→∞

b∗ :=

(
x2

1 ln x1 + (1− x2
1) ln (1− x1) + x1

1 + 2x1 ln x1 + 2(1− x1) ln (1− x1)

)
.
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Poids des extrêmaux dans un arbre binaire de recherche

Perspectives

E||(A∗1 )tA∗1 ||op + E||(A∗2 )tA∗2 ||op =
29

60

(
1 +

1
√

2

)
+

1

8
ln (
√

2− 1) < 1.

E
[
1
{I

(n)
r ≤l}∪{I

(n)
n =n}

∣∣∣∣∣∣A(n)
r

∣∣∣∣∣∣2

op

]
−→

n−→∞
0,

car

P
(
{In ≤ l} ∪ {In = n}

)
= P

(
{Jn ≤ l} ∪ {Jn = n} ≤

l + 1

n

)
n→+∞−→ 0,
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Théorème

Soit (Tn, En) le vecteur aléatoire contenant le poids total et la longueur cheminement
externe dans un ABR de taille n, on a,

E[Tn] = (n + 1)(hn+1 − 1),

Var[Tn] ∼
10π2 − 63

54
n2,

Cov(Tn, En) ∼
42− 4π2

9
n2,

Cor(Tn, En) ∼
√

2(42− 4π2)√
(10π2 − 63)(21− 2π2)

,

(Tn − E[Tn]

n + 1
,

En − E[En]

n + 1

)
L−→

n−→∞
(T, E),

où L(T, E) est l’unique point fixe de l’opérateur :

T : M2
2(0) −→M2

2(0)

µ 7−→ L
(

A∗1 (Z1, Z2) + A∗2 (Z′1, Z′2) + b∗
)

.

où (Z1, Z2), (Z′1, Z′2), x1 sont indépendantes avec L(Z1, Z2) = L(Z′1, Z′2) = µ.
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D’aprés inégualité de Chebychev, on conclut

Corollaire

Tn

n ln n
P−→

n−→∞
1.

R. Aguech and A. Amri Poids sur les arbres binaires de recherche
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Poids des parcours tout à gauche
Poids des parcours tout à droite

Résultats obtenus

Proposition {
W1(n)

L
= x1 + x1W1(Zn − 1), (n≥ 1)

W1(0) = 0.

Théorème

Soit W1(n) le poids des parcours tout à gauche dans un ABR construit à partir de
x1, x2, . . . , xn i.i.d selon la loi U [0, 1] On a

E[W1(n)] ∼ 1,

W1(n)
L−→

n−→∞
1 + X,

où X suit la loi de Dickman , dont sa fonction caractéristique est définie par :

ψX(v) = exp
( ∫ 1

0

eiuv − 1− iuv

u
dv

)
.
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Poids des parcours tout à droite

Résultats connus

Soit Sn la profondeur de la feuille numéro (n + 1), vérifie la récursion{
Sn

L
= 1 + Sn−Zn , (n≥ 1)

S0 = 0.

Théoème (Devroye 1988)

E[Sn] ∼ ln n,

Var[Sn] ∼ ln n,

Sn − ln n
√

ln n

L−→
n−→∞

N (0, 1).
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Résultats obtenus

Proposition{
Wn+1(n)

L
= x1 + (1− x1)Wn+1(n− Zn) + x1Sn−Zn , (n≥ 1)

Wn+1(0) = 0.
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Théorème

Soit Yn := (Wn+1(n), Sn) le veteur aléatoire contenant le poids et la longueur des
parcours tout à droite dans un ABR construit à partir de x1, x2, . . . , xn i.i.d uniforme
sur [0, 1]. On a

E[Wn+1(n)] ∼ ln n,

Var[Wn+1(n)] ∼ ln n,(Wn+1(n)− ln n
√

ln n
,

Sn − ln n
√

ln n

)
L−→

n−→∞
(W, S),

où L(W, S) est l’unique point fixe de T : M2
2(0) −→M2

2(0) donnée pour ν ∈M2
2(0)

par

T(ν) := L
( [

1− x1 x1
0 1

] (
W
S

) )
,

où ν = L(W, S).
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Définitions et propriétés
Méthode de contraction

Poids total dans un arbre binaire de recherche
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Poids des parcours tout à droite
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où ν = L(W, S).

R. Aguech and A. Amri Poids sur les arbres binaires de recherche
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Poids des extrêmaux dans un arbre binaire de recherche

Perspectives

Poids des parcours tout à gauche
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Méthode de contraction

Poids total dans un arbre binaire de recherche
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• On s’intéresse à l’étude du poids d’un parcours choisi d’une façon aléatoire,

• On s’intéresse à déterminer le minimum des poids et le maximum des poids

• Poids d’un parcours qui relie deux noeuds choisi aléatoirement dans l’ABR.
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Merci pour votre attention.
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