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Définitions et propriétés

On considére un arbre binaire de recherche 7, construit a partir de x3, X, . . ., X iid de
loi 24[0, 1]. On a par conséquent (n + 1) feuilles.
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Définitions et propriétés

On considére un arbre binaire de recherche 7, construit a partir de x3, X, . . ., X iid de
loi 24[0, 1]. On a par conséquent (n + 1) feuilles.

Définition
vk € {4,...,n+ 1}, on appelle poids du k®M¢parcours, noté par W(n) dans un ABR
de taille n, la somme de toutes étiquettes des noeuds se trouvant sur ce parcours.
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Définitions et propriétés

On considére un arbre binaire de recherche 7, construit a partir de x3, X, . . ., X iid de
loi 24[0, 1]. On a par conséquent (n + 1) feuilles.

Définition

vk € {4,...,n+ 1}, on appelle poids du k®M¢parcours, noté par W(n) dans un ABR
de taille n, la somme de toutes étiquettes des noeuds se trouvant sur ce parcours.

En particulier,

e Si k=1, Wy(n) est le poids du parcours tout a gauche, reliant la racine au minimum

de xg, ..., Xn.
e Sik=n+ 1, Wh+1(n) est le poids du parcours tout & droite, reliant la racine au
maximum de Xy, . . ., Xn.

n+1
Le poids total noté Ty est Tp := > Wk(n).
k=1
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Définitions et propriétés

FIG.: Arbre binaire de recherche construit a partir {0.5, 0.6, 0.2, 0.1, 0.7, 0.3, 0.2}.
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Définitions et propriétés

FIG.: Arbre binaire de recherche construit a partir {0.5, 0.6, 0.2, 0.1, 0.7, 0.3, 0.2}.

T7 = 2%(0.540.240.1)+(0.540.2+0.3)+2x (0.5+0.2+0.3+0.4)+ (0.5+0.6) +2x (0.5+0.64-0.7)
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FIG.: Arbre binaire de recherche construit a partir {0.5, 0.6, 0.2, 0.1, 0.7, 0.3, 0.2}.

T7 = 2%(0.540.240.1)+(0.540.2+0.3)+2x (0.5+0.2+0.3+0.4)+ (0.5+0.6) +2x (0.5+0.64-0.7)

Wy(7) = 0.5+ 0.2+ 0.1,
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Définitions et propriétés

Soit
Zn = #{i, ie{l,..,n} x < xl}

le rang de x; parmi g, X2, ..., Xn.

Zn ps
— — Xi.
n n—oo
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Définitions et propriétés

Soit
Zn = #{i, ie{l,..,n} x < xl}

le rang de x; parmi g, X2, ..., Xn.

Lemme

On sait que les noeuds du sous-arbre gauche (resp. droite) ont des étiquettes
inférieures (resp. supéreures) a x;.
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Définitions et propriétés

Soit
Zn = #{i, ie{l,..,n} x < xl}

le rang de x; parmi g, X2, ..., Xn.

Lemme

On sait que les noeuds du sous-arbre gauche (resp. droite) ont des étiquettes
inférieures (resp. supéreures) a x;.

— Ceci prouve que, les étiquettes qui sont insérés dans le sous-arbre gauche suivent
la loi [0, x1] et les autres étiquettes qui vont étre insérées dans le sous-arbre droit
suivent la loi U[xq, 1].
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Définitions et propriétés

Soit
Zn = #{i, ie{l,..,n} x < xl}

le rang de x; parmi g, X2, ..., Xn.

Lemme

On sait que les noeuds du sous-arbre gauche (resp. droite) ont des étiquettes
inférieures (resp. supéreures) a x;.

— Ceci prouve que, les étiquettes qui sont insérés dans le sous-arbre gauche suivent
la loi [0, x1] et les autres étiquettes qui vont étre insérées dans le sous-arbre droit
suivent la loi U[xq, 1].

Ainsi
U[o, x1] £ xu[0, 1), Ulxe, 1] = (1 — x)U[0, 1] +x
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Méthode de contraction

e Soit (Xn)n>0 Une suite de vecteurs aléatoires centrées dans L2,

K
X 23 AVX @ +b™, n>n @
r=1
ol (A§”>, . A,(<”>, b, (M) et
(x,ﬁ”)nzo, e (XéK))nzo sont indépendantes, etVr = 1,... K et Vi > 0, Xi(r) = X et
1 =a™ 1™y avec It ~U{O, ..., n—1}.
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Méthode de contraction

e Soit (Xn)n>0 Une suite de vecteurs aléatoires centrées dans L2,

K

D
X 2 ZlAf(“)xlr(n) +b™, n>ng @
r=
ol (A§”>, . A,(<”>, b, (M) et
(x,ﬁl))nzo, e (XéK))nzo sont indépendantes, etVr = 1,... K et Vi > 0, Xi(r) £ X et
1 =a™ 1™y avec It ~U{O, ..., n—1}.
e Soit
K
XEZ3 " Arx® b, 0)

r=1
ou (Af, ..., Az, bY), X X@ . X(K) sont indépendantes et
XOEX Vr=1,... K
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Méthode de contraction

Théoreme (R. Neininger, L. Riuschendorf 2009

Soit Xn donnée par (1). On suppose que,

2
AP, AP DY) S (AT L AL DY), ®
K
EY " I(A)'Alop < 1, et (4)
r=1
m||?
E[1000 gy oy || A op] "o ®)
pourtoutl € Netr =1, ..., K.
Alors
X L5 X
n—soo
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Poids total dans un arbre binaire de recherche
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Résultats connus

On appelle longueur cheminement externe dans un ABR de taille n, la somme des
profondeurs des feuilles, noté Ep.

EnZ Ez-1+E, 5 +n+1, n>1
Eo =0,

ou, pour toutj > 0, L B et

/ ! !
Zn; Bo, B1, ..., En—1; Ep, BEq, oo, By

sont indépendantes
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Résultats connus

Théoreme (Rdsler 1991

Soit (En) la longueur cheminement externe dans un ABR de taille n, on a,

E[En] 2(n+ 1)(hpp1 — 1),
Var[En] = o2n®—2nInn+ O(n),

0[]02:27—%2 > 0,
En — ]E[En} L
_—
n+1 n—- oo
ou £(Z) est I'unique point fixe
T: M0 — My(0)
B c(uz +A-WZ + g(U)).

avecg(U):=2UINU+ (1 —-U)In1—U + 1et
U, Z, Z' sontindépendantes, Z £7etu estU|0, 1.
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Résultats obtenus : Poids total

{ Tn £ (N+ DXy +x1Tz0-1 + (L= X)) T, +XE, ;, n>1
To =0.

ou Z, est uniforme sur {1, ..., n}; x; I'étiquette de la racine, Ty £ Ty, pour tout k > 0
et
Zn; T07 Tl’ ey Tnfli (T(/)v E6)7 (T:{’ /1)’ 0009 (Trfl—lv :1—1)7

sont indépendantes, et E; L Ex.
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Th /5 X1 0 TZn—l n 1—Xx X1 Tn,zn T (I’] -+ 1)X1
En - 0 1 Ez,—1 0 1 En—z, n+1
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Th /5 X1 0 TZn—l n 1—Xx X1 Tn,zn T (I’] -+ 1)X1
En - 0 1 Ez,—1 0 1 En—z, n+1

On normalise

“ _(Tnfn»z[m EnfE[En])l
" n+1 > n+1 ’
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Th /5 X1 0 TZn—l n 1—Xx X1 Tn,zn T (I’] -+ 1)X1
En - 0 1 Ez,—1 0 1 En—z, n+1

On normalise

- (Tn —E[Tn] En—E[E )17
n+1 n+1
Veérifie la récursion
X £ A X, 1+ Az, + b,
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Th /5 X1 0 TZn—l n 1—Xx X1 Tn,zn T (I’] + 1)X1
En )| 0 1 Ez, 1 0 1 En-z, n+1
On normalise
- (Tn —E[Tn] En—E[E )17
n+1 n+1

Veérifie la récursion
X £ A X, 1+ Az, + b,

avec X/, et X, indépendantes et pour tout n > 0, X, 2 X,
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Th /5 X1 0 TZn—l n 1—Xx X1 Tn,zn T (I’] -+ 1)X1
En - 0 1 Ez,—1 0 1 En—z, n+1

On normalise

- (Tn —E[Tn] En—E[E )17
n+1 n+1
Veérifie la récursion
X £ A X, 1+ Az, + b,

avec X/, et X, indépendantes et pour tout n > 0, X, 2 X,

ou
™ | Py 0 o | A=) -Fy) o«
Al - 0 Zn ’ A2 - 0 1— 4 ’
nt+1 n+1
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Th /5 X1 0 TZn—l n 1—Xx X1 Tn,zn T (I’] -+ 1)X1
En - 0 1 Ez,—1 0 1 En—z, n+1

On normalise

“ _(Tnf]E[Tn] EnfE[En])l
" n+1 > n+1 ’

Veérifie la récursion
X £ A X, 1+ Az, + b,

avec X/, et X, indépendantes et pour tout n > 0, X, 2 X,

ou
Zn Zn
A _ | Xati 0 m_ | @ n+1) x(1-:28)
1 0 Zn ’ A2 - 0 1— Zn ’
A+l A+l

n+1|n(n+l)+(1+x1)(l—m> In( i‘1>+%)fy+o(l)
1+ 2;2 In (n+1) +2(17 m) |n( ninl) +o(1)
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

D'aprés le T.C.D, on

Lemme

n%:lln(n%:l) n_L?Z;oxlInxl, (1_ni11) In(l Zn ) "—2> (—x1)In(1—xq).

_n+1

n——-o00

Donc, on conclut

(n L2 RS 0
AL a=E 0]
0 1—x1

b™ L e XInxg + (1—x3) In(1—x1) +x
’ 14+ 2xInxg +2(1—x1)In(1—x1)

A L ps ;:{ e ]7
n—soo
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Kot ns Kot nx 29 1 1
EII (A AL llp + BI|(3) Al lop = 55 (1+ —5) + 5 In(V2—1) <1

m||?
E[l{lﬁn)g}um”):n} ‘A’ p] oo O
car | 1
P({ln < Un=n}) =P({I <1}U{d=n} < * ) ISAEED )
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

Théoreme

Soit (Tn, En) le vecteur aléatoire contenant le poids total et la longueur cheminement
externe dans un ABR de taille n, on a,

E[Tn] = (n+ 1) (a1 — 1),
1072 — 63
Var(Ty] ~ Tnz,
42 — 472
Cof(Tn, En)  ~ Tﬂnz,
2(42 — 472
Cor(Tn, En)  ~ v2( ) ,

/(1072 — 63)(21 — 272)

(Tn —E[Th] En— ]E[En]) £

K (T7 E)7
n+1 n+1

— 00
ou L(T, E) estI'unique point fixe de I'opérateur :
T: M30 — M3(0)
noo—L(AI@, 22) + A3 (F Z) + D).

ol (Z1, Zo), (21, Z}), %1 sont indépendantes avec L(Z1, Z3) = L(Z;, Z}) = p.
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

D’aprés inégualité de Chebychev, on conclut
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Poids total dans un arbre binaire de recherche

D’aprés inégualité de Chebychev, on conclut

Corollaire

Tnh P

_
ninn n—oo
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tout uche

A tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche

Plan de la présentation
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Poids des parcours tout & gauche

A Poids des par s tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche !

Résultats obtenus

Wi(n) £ x +xWi(Zn—1), (n>1)
W4 (0) = 0.
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Poids des parcours tout & gauche
Poids des parcours tout a droite

Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche

Résultats obtenus

Wi(n) £ x +xWi(Zn—1), (n>1)
W;(0) = 0.

Théoreme

Soit Wy (n) le poids des parcours tout & gauche dans un ABR construit a partir de
X1, X2, ..., Xn i.i.d selon la loi [0, 1] On a

E[Wi(n)] ~ 1,
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Poids des parcours tout & gauche
Poids des parcours tout a droite

Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche

Résultats obtenus

Wi(n) £ x +xWi(Zn—1), (n>1)
W;(0) = 0.

Théoreme

Soit Wy (n) le poids des parcours tout & gauche dans un ABR construit a partir de
X1, X2, ..., Xn i.i.d selon la loi [0, 1] On a

E[Wi(n)] ~ 1,

Wi(n) =5 14X,

n—-s oo

ou X suit la loi de Dickman , dont sa fonction caractéristique est définie par :
1w _1—iuv
Px(V) = exp( 7dv).
0 u
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A Poids des parcours tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche P

Résultats connus

Soit S, la profondeur de la feuille numéro (n+ 1), vérifie la récursion

S$E£1+S.z, (>
S = 0.
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5 tout a gauche

A Poids des parcours tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche P

Résultats connus

Soit S, la profondeur de la feuille numéro (n+ 1), vérifie la récursion

S$E£1+S.z, (>

S =0.
]E[&] ~ In n,
Var[S] ~ Inn,
Si—Inn £, N(O, 1).

VInn n—oo
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tout he

A Poids des parcours tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche P

Résultats o

iz
Why1(n) = X1 + (1 — x))Whp1(N = Zn) +X1S-2z,, (1>1)
Wh11(0) = 0.
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cours tout a gauche
A Poids des parcours tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche p

Théor
Soit Yn := (Wh+1(n), S) le veteur aléatoire contenant le poids et la longueur des

parcours tout a droite dans un ABR construit a partir de X3, X, ..., X i.i.d uniforme
sur [0, 1]. On a

EMWhia(m]  ~  Inn,
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cours tout a gauche
A Poids des parcours tout a droite
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Théor
Soit Yn := (Wh+1(n), S) le veteur aléatoire contenant le poids et la longueur des
parcours tout a droite dans un ABR construit a partir de X3, X, ..., X i.i.d uniforme
sur [0, 1]. On a
EMWhia(m]  ~  Inn,
VarWopi(m]  ~  Inn,
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cours tout a gauche

A Poids des parcours tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche p

Théor

Soit Y 1=
parcours tout a droite dans un ABR construit a partir de X3, Xo, . .
sur [0, 1]. On a

EMWhia(m]  ~  Inn,
VarMhya(n)] — ~  Inn,
Whti(n) —Inn S —Inn £
— W, S
( inn ~ +Inn ) P S

(Wht1(n), Sh) le veteur aléatoire contenant le poids et la longueur des
., Xn i.i.d uniforme
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Irs tout @ gauche

A Poids des parcours tout a droite
Poids des extrémaux dans un arbre binaire de recherche p

Théoreme

Soit Yn := (Wh+1(n), S) le veteur aléatoire contenant le poids et la longueur des
parcours tout a droite dans un ABR construit a partir de X3, X, ..., X i.i.d uniforme
sur [0, 1]. On a

EMWhia(m]  ~  Inn,

VarWopi(m]  ~  Inn,
Whti(n) —Inn S —Inn £
) — W’ S’
( Inn vinn ) n—oo ( )

ol £L(W, S) est 'unique point fixe de T : AM3(0) — M3(0) donnée pour v € M3(0)

par
Tw=c(| 1" 1](S))

ollv = L(W, 9).
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Perspectives

e On s'intéresse a I'étude du poids d’un parcours choisi d'une fagon aléatoire,
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e On s’intéresse a déterminer le minimum des poids et le maximum des poids
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Perspectives

e On s'intéresse a I'étude du poids d’un parcours choisi d'une fagon aléatoire,
e On s’intéresse a déterminer le minimum des poids et le maximum des poids

e Poids d'un parcours qui relie deux noeuds choisi aléatoirement dans I'ABR.
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Perspectives
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