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Introduction

Modéle générale :

une urne qui contient initialement W, boules blanches et B, boules noires.

Soient (m, a, b) € N*2, a # b, Wy + By >meta € (0,1).

@ Tirage simultané de m boules : I boules blanches et m — I boules noires.
@ Remettre les boules tirées dans I'urne
@ Ajouter, en plus, a(al + (1 —a)(m— 1)) boules blanches et
b((l —a)l+ a(m— 1)) boules noires.
@ Itérer cette opération...
Notations :
@ W, le nombre de boules blanches dans I'urne aprés n tirages.

@ T, le nombre de boules totales dans I'urne aprés n tirages.
e Z, = % la proportion de boules blanches dans I'urne aprés n tirages.
B
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Théoréme générique

Espace filtré : (Q F, (Fa)n>0, P). Algorithme stocastique :

ZVH»I =2Zyn+ Yn+1 (h(zn) + A/W}H»l + rn+l)
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Théoréme générique

Espace filtré : (Q F, (Fa)n>0, P). Algorithme stocastique :

ZVH»I =2Zyn+ Yn+1 (h(zn) + A/W}H»l + rn+l)

h: RY — R4 continue, localement liptchitzienne.
(AM,), un (F), différence de martingale.

(ra)n (Fu)n adapté.

() suite positive (F,), adaptée.

Théoreme (M. Duflo 1997)
Si
@ > qn =400, 3,72 < oo, n: point fixe stable de h.

o r 24 0, suan[AMrzl+]/]:,l] < +o0 ps,
oo

n—s

alors .
Zn 28, n.

n—-o00
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Premier Modéle : ajout proportionnel

Modéle

On suppose que o = 1.

@ Autirage n : &, boules blanches et m — &, boules noires.
@ Remettre les boules tirées dans l'urne
@ Ajouter, en plus, a&, boules blanches et b(m — &,) boules noires.

@ ltérer cette opération...

5n+lé'H(Tn7 m, Wn)-

Evolution de 'urne

Wi = Wp+ a§n+1
Ty + bmn + (a — b)&, 41

Tn+l
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Premier Modéle : ajout proportionnel

Historique

a = b, Chen et Kuba (2011) :
@ Expressions exactes de moments d’'ordre 1 et 2 de W,
@ structures des moments d’ordre supérieures

Urne de Friedman :lecas m = 1.
Urne de Polya originale :m =a=5b = 1.
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Premier Modéle : ajout proportionnel

Algorithme stochastique en Z,

Soient
Yut1
8(x)
Yn

AM}H»I
Zn+1 - Zn

(a — (a— b)Z,,)é,,_H — bmZ,
m(b — a)x(x — 1)
1
T,
Yot1 — E[Yyq1]
Vu+18(Zn) + Ynp1 AMy 11
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Premier Modéle : ajout proportionnel

Algorithme stochastique en Z,

Soient
Yut1
8(x)
Yn

AM}H»I
Zn+1 - Zn

g est continue liptchitzienne.

supnE [AM2+1 /_’F,,]

= (a—(@=0)2)&1 - bz,
= mb—a)x(x—1)

1

T,

= Yur1 — E[Yuy1]

= W+18(Zn) + Y1 AMypy

Z% = +oo
n
Z’y,% < o0
n

4m? (2a + b)* < oo.

A

R. Aguech, O. Selmi Urnes de Pélya non équilibrées



Premier Modéle : ajout proportionnel

Théoreme

Soit Z, = 2. Ona
n

@ Sia < b, Z, converge presque slrement vers 0.
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Premier Modéle : ajout proportionnel

Théoreme

Soit Z, = 2. Ona
n

@ Sia < b, Z, converge presque slrement vers 0.
@ Sia > b, Z, converge presque sirement vers 1.
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Premier Modéle : ajout proportionnel

On a, presque surement

N .5 .5
@ Sia<h ¥ L getl % 4y
n p——soo n p——soo
. p.S
o Sia>b W 2 et 25 am
n &9 n -
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Premier Modéle : ajout proportionnel

On a, presque surement

o Sia<h Mo % getle L% py,
n—-

n—- 00 [e's}

q p.s p.s
@ Sia> b, %

T,
— amet -2 — am.
n—soo n p—soo

Idée de la preuve

n
Wn = WO +HZ£k
k=1

= Wo+a), (ﬁk —E(ﬁk/fk—l)) +azm‘;,/k_]
k=1 =1 k=1
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Premier Modéle : ajout proportionnel

On a, presque surement

o Sia<h Mo % getle L% py,
n—-

n—- 00 [e's}

@ Sia> b,

Idée de la preuve

W, p.s T, p.s
=L — gmet — am.
n p——soo n p—soo

n
Wn = WO +HZ£k
k=1

= Wo+a), (ﬁk —E(ﬁk/fk—l)) +azm‘;,/k_]
k=1 =1 k=1

n n

Wi—1 Wi—1
T, = To+bmn+ (a—b) & —m + m(a — b) —_—
! ; ( Ti—1 ) ; Ti—1
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Premier Modéle : ajout proportionnel

On a, presque surement

o Sia<h Mo % getle L% py,
n—-— n—-

oo oo
@ Sia>b W 25 amet T 2L g,
n p—soo n p—soo
Idée de la preuve
n
Wn = W0+dsz
k=1
n n Wk 1
= Wo+a), (ﬁk —E(ﬁk/fk—l)) tay m——
Ti—
k=1 k=1
n W n W
T, = T0+bmn+(a—b)2(£k—m kil)—&-m(u—b)zﬂ
= Ti—1 = Ti—1

& s .
o > (§k = E(fk/]:k—l)) n%&; 0 <= Martingale
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Plan de la présentation
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

« = 0. Lurne évolue selon la regle suivante :

(Wn+17 Bn+l) = (Wn7 Bn) I (a(m —&nt1)s b§n+1)~
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Histotique :

a = b, Kuba, Hosam et Panholzer (2013)
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Histotique :

a = b, Kuba, Hosam et Panholzer (2013)
@ Valeurs exactes de I'espérance et de la variance de W,
@ UnTLC en W,,.
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Soit 7, = VTV—
p.s a—v ab
Zn =
n—-»o00 a—b
Yoo b, Mo p)
n n—oo g —b
TV! pP-s
— — mvVab
n n—- 00
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Soit 7, = VTV—
p.s a—v ab

Zn =

n—-»o00 a—b
W, s
- 2 (ab — b)
n n—oo g —b
Tn p.s
— — mvVab
n n—- 00

v

Résultats indépendants de Wy, By
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Preuve

Ona
Zny1 —2Zp = [am + (a — b)&y+1Zn — apy1 — amZ,,]
n+1
]
= 1
Tn+1 mt
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Preuve

Ona
1
Zny1 —2Zp = [am + (a — b)&y+1Zn — apy1 — amZ,,]
n+1
= [l
- Tn+1 n+1
E(Y,,_;,.M]—',,) = m(a—b)Z? — 2amZ, + am
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Preuve

Ona
1
Zny1 —2Zp = [am + (a — b)&y+1Zn — apy1 — amZ,,]
n+1
= [l
- Tn+1 n+1
E(Y,,_;,.M]—',,) = m(a—b)Z? — 2amZ, + am

Zn+1 —Zn

i
hZ, +—(Y | —E[Y, 1)
Tn+1 (ﬂ) Tn+1 n+ [n+}
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Preuve

Ona
1
Zny1 —2Zp = [am + (a — b)&y+1Zn — apy1 — amZ,,]
n+1
= [l
- Tn+1 n+1
E(Y,,_;,.M]—',,) = m(a—b)Z? — 2amZ, + am
1
Zn+1 —Zn = h(zn) T = (Yn+1 - E[Yn+l})
Tn+l Tn+l
h(x) = m(a—b)x*> — 2amx + am
1
Yn = ?7 A/‘/[nJrl =Yy — E[Yn+l}7 rn = 0.

n
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Preuve

Ona
1
Zny1 —2Zp = [am + (a — b)&y+1Zn — apy1 — amZ,,]
n+1
= [l
- Tn+1 n+1
E(Y,,_;,.M]—',,) = m(a—b)Z? — 2amZ, + am
1
Zn+1 —Zn = h(zn) T = (Yn+1 - E[Yn+l})
Tn+l Tn+l
h(x) = m(a—b)x*> — 2amx + am
1
Yn = A/‘/[nJrl =Yy — E[Yn+l}7 rn = 0.

Ty

Théoreme générique = pour conclure.
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Deuxiéme Modele : ajout anti-proportionnel

Moments de W,

Soient A = % (vab — b) et x; = @ On a, lorsque n tend vers +oo

a—

E[W,]
Var[Wy]

An + o(n)
2m*(1 — 2)n* + o(n?).
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UnTLC
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UnTLC

Théoréme de Lindeberg

Théoréeme

(My, Fn)n>0 une martingale centrée, (v,), une suite croissante positive. On suppose
que, Ve >0

1 P

° L3, E[AM,%H{ s >E}/]-'k_1] 0
1 n 2 P

o L E[aMY /R £z

alors % converge en loi vers la variable aléatoire de fonction caractéristique donnée
n
2
par E[exp (%)] 5
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UnTLC

Soient

n

Wn:H =

i1 Tk —am

n 1
A = (Z@I%)2
k=1
n—1
Ny = ipn—IWn*amZ@k
k=1

(Nn — E[Ny], .7:") martingale centrée.
n
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UnTLC

Soient

n

Wn:H =

= T, — am
n 1
A = (Z@I%)2
k=1
n—1
No = @uaWa—am) o

k=1

(Nn — E[Ny], .7:") martingale centrée.
Conditions de Lindeberg vérifiées —
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Soient

T
k
e HTk—am
k=1
n

no= (54)

=

n—1

No = @uaWa—am) o
k=1

(Nn — E[Ny], .7:,,) martingale centrée.
Conditions de Lindeberg vérifiées —

Théoreme

N BN £, (o, (1 — )

An n—>00
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UnTLC

Un TLC en (&),

My =370, (Ek = mv;::]‘ ) <= Martingale centrée.
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UnTLC

Un TLC en (&),

== (Ek ) <= Martingale centrée.
Condmons de Lmdeberg :

W,_ Wi\ Tun—1 — S
mo 1(1_ - 1) T

E[AM,%/F,H] = my e

Ty—1—1 n—0o0
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UnTLC

Un TLC en (&),

== (Ek ) <= Martingale centrée.
Condmons de Lmdeberg :

W,_ Wi\ Tun—1 — S
mo 1(1_ - 1) T

E[AM,%/F,H] = my e

Ty—1—1 n—0o0

Va =
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UnTLC

Un TLC en (&),

My =370, (Ek = m%) <= Martingale centrée.

Conditions de Lindeberg :

E[aMz/F] = mW”fl(l_Wn71>Tnfl—m .

— mxi (1 —x)
Th— Th—1 Ty — 1 n——00

Va =

Ona
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UnTLC

faible dépendance

la dépendance entre les deux familles (%)kg,, et (%’)12,,_“” devient faible lorsque m
tend vers +oo.
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UnTLC

faible dépendance

la dépendance entre les deux familles (%)kg,, et (%’)12,,_“” devient faible lorsque m
tend vers +oo.

Ona
1 Wi Wi
4 [ k I—E( k 1)] L 0
Vn = LTy Ty—y /4 n—o00
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UnTLC

Un TLC en (W,),

Ona
%(wn —~E[W,)) = ﬂr’l > (E[VTV:*:] - ‘;/::11) - % > (& —mWf:ll>

Ona
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UnTLC

Un TLC en (W,),

Ona
%(wn —~E[W,)) = ﬂr’l > (E[VTV:*:] - ‘;/::11) - % > (& —mWf:ll>

Ona

R. Aguech, O. Selmi Urnes de Pélya non équilibrées



Perspective

Plan de la présentation

e Perspective
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Perspective
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Perspective

@ m fixe, a = b mais aléatoire.
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Perspective

MERCI
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